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Es sei p = l(4) eine rationale Frimzahl mit der primaren Zerlegung p ~-- 
T .7i; n = a + ib, a - 1 E 6 = {i (4) im Gaukhen Zahlring Z[i]. Fiir die 
Anzahl A’(p) der quadratischen Nichtreste modulo p im Interval1 (&p/4) gilt 
dann A’(p) s b/4 (2) fiir p = 1 (8) und A’(p) = (b + 2)/4(2) fib p E 5(8), wenn 
man im letzteren Fall n = a + ib - aus 71, +T - so wiihlt, dab ((p - 1)/Z)! J i 
(5~) gilt. 
Es sei p = l(4) eine rationale Primzahl und 
p’ rr . 77; Tr = a + ib E Z[i], a _ 1 +: h :zs ; (4) (1) 
die Zerlegung von p in primlre Primelemente des Gaugschen Zahlringes 
Z[i]. Weiter sei 
a 
t I 
- =f, ML4 ;: 
7-r 
..~ ,rv-u/4(~); a E Z[i] (2) 
das an Hand des Eulerkriteriums erklarte Eisensteinsymbol (kompl. biquadr. 
Restsymbol) modulo T. Dann gilt (siehe z.B. Eisenstein [2]) 
a 1-l ?I = (-l)(a-l)(a-3)/8 = 1. 3 a-- I,3 (8) 
zzz -1; a I--Z 5, 7 (8) (3) 
und 
2 I I --= . i-b/Z 7r (4) 
Man kann T als Kummer-Summe des Eisensteinsymbols schreiben (Hasse [3]) 
= = - “Sd, l-31+-1 (5) 
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und die konjugiert-komplexe. Kummer-Summe berechnet sich modulo T zu 
Burde [lJ) 
Wir berechnen nun das Symbol (ii/m] auf zwei wesentlich verschiedene 
Weisen. Der Vergleich der Ergebnisse fiihrt dann zu Verteilungssltzen fi.ir 
Legendresymbole. 
Da das Eisensteinsymbol nach (2) nur von der Restklasse module 7~ seines 
“Zghlers” abhlngt und bezgl. dieses Zlihlers multiplikativ ist, hat man 
mit (3) und (4) also 
77 
! I - 7r = (-1)(1/Wa-l)(a-3) i-b/2. 
Andererseits gilt nach (6)’ 
ee 
3m ( ) W4! _ m = m! (2m)! = (-I~p(~!~)~2m). m 2 , (49 
unter Beachtung des Wilsonschen Satzes (p - I)! = --I (T) also 
ii E (m!)2 (2m) ! 
(- lYrnfl’ (+ 
Nach (2) berechnet man damit 
77 
i I -s p = 77 
(- l)m(m+l) (*) 




wobei (v/p) = (r$7rj2 das Legendresymbol modulo p ist. Aus (7) und (9) 
ergibt sich 
4 ($-) = (-.-1)(1/8)(a--l)(a--3) i-b/2 fJ ./$I. 
1 Unter der Reatklasse r/s; r, s E Z, (s, p) = 1 im Restklassenbereich z[i]/(v) = z, 
ist die Restklasse rs’ E ii’= mit ss’ = 1 E z, gemeint. 
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Wir betrachten nun zun2chst den Fall p = 1 (8). Wegen 
-1 I 1 - rr = (-])(P-1)/4 = 1; p = 1 (8) 
treten dam-r in der ersten ResthZilfte alle vier miiglichen Werte des Eisenstein- 
symbols gleich oft auf und es folgt 
2m v 
JJ I-1 7r 
= (1(-l) j(-i))'"-1)/S = (-])(Pl)/S; p = 1 (8). (11) 
u=l 
Setzen wir das in (10) ein, so erhalten wir mit p = a2 + b2 5 1 (8), also 
a = 1 (4) und b 3 0 (4), genauer 
p = l(16); a = 1 (8), 
= 9 (16); a = 5 (8) 
und somit 
(P - 1) + (a - l)(u - 3) = 0 (16) 
fi (L) = PaI2 = 1-i: 
v=l p 
8 f  i 1:;; p s 1 (8), (12) 
, 
d.h. den 
SATZ 1. Es seip = l(8) eine rationale Primzuhl mit derprimiiren Zerlegung 
p=Si-.‘; T = a + ib, a - 1 = b = 0 (4). 
Die Anzuhl der quadrutischen Nichtreste (bzw. Reste) im Interval1 (0, p/4) ist 
aknn ftir b = 0 (8) gerude und ftir b E 4 (8) ungerade. 
Wir kommen nun zum anderen Fall p = 5 (8). Aus 
( x$.L f = E Y2 = ; v(-v)z (p - I)! I -1 (T) v=l "Zl 
folgt 
(2m)! = p--l ! = fi (7r), 
wobei das Vorzeichen sich bei Vertauschung von Z- und + andert. Bei 
entsprechender Wahl von T gilt somit 
(2m)! = i(T). (13) 
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Fi.ir dieses T = a + ib hat man dann ia - b = (2m)! a - b = O(?r), also 
b = (2m) ! a (T) oder 
b = (2m)! a (p). (13’) 
Unter Benutzung von (13) erhiilt man 




'na - =I. 
v=l T  
(14) 
Einsetzen in (10) liefert mit p = a2 + b2 CG 5(8), also a - 1 3 b = 2(4) und 
p 3 a2 + 4 = 13 (16); a = 3 (8), 
3 5 (16); a = 7 (8), 
folglich 
(-1)(lP)(a-l)(53)jm = i-1 
fi($-) = i-(l+b/2)* , p-5 (8), b=(2m)!a (p) (15) 
v-1 
bzw. den 
SATZ 2. Es sei p 3 5 (8) eine rationale Primzahl mit der primiiren Zer- 
hwg 
p = 7r. 7j; n = a + ib, a - 1 c b E 2 (4), b = (( p - 1)/2) ! a ( p). 
Dann ist die Anzahl der quadratischen Nichtreste module p im Interval1 (0, p/4) 
firb=6(8)g d era e und ftir b = 2 (8) ungerade. 
Eine andere Formulierung von Satz 2 ist der 
SATZ 2'. Es sei p = 5 (8) eine rationale Primzahl mit der prim&en Zer- 
kwg 
p=rr*fi; r = a + ib, a - 1 = b = 2 (4). 
Ist dann A(p) die Anzahl der quadratischen Reste module p im Interval1 
(0, p/4), so gilt 
P---l - !  3 (-l)AfP)+b/4 i (n). 
2 
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Die oben formulierten Verteilungssiitze sind-abgesehen von ihrem 
Inhalt-such wegen ihrer Herleitung unter wesentlicher Benutzung der 
Formeln (3), (4) von Interesse. 
Diese Formeln gehtiren zum Problemkreis des Eisensteinschen Rezi- 
prozitatsgesetzes. (4) folgt sofort aus dem zweiten Erganzungsgesetz und (3) 
wird bei Eisenstein [2] tiber Reziprozit%sbetrachtungen gewonnen und 
bildet selbst einen der Eckpfeiler fur den Beweis der Hauptformel des 
Reziprozittitsgesetzes. Dal3 solche “Reziprozititsformeln” hier such zu 
“Verteilungsaussagen” f&en ist bemerkenswert, da solche Zusammenhiinge 
zwischen diesen beiden vom untersuchten Gegenstand her so benachbarten 
Problemkreisen sonst praktisch nicht auftreten. 
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